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§ 2. Definizioni e risultati.
DEF.l.- Chiameremo famiglia dicotomica su
7V= {D
kl
,k
2
... k
n
c X; (k l , ... ,kn) E {O, l}n
(X, T) una
n E lN+ ]
famiglia
tale che
(2. l) X - Do U 01 ' Do lì 01 = 0
+ n(2.2) (li n E lN ) (lI(kl,···,k ) E {O,l} )(Dk k On l . .. n sono una
partizione di Dkl ... kn
(2.3) (lIn dt)(lIm € lN) (lI(kl ... kn)E{O,l}n)(JX)(lIi<m)(TiXEDkl ... kn)
. + _ n+l _ ndove lN -(l,2, ... l ,ro=! identità, T -ToT.
Ogni • • D • dice un elemento di ~ di livello DlnSleme Sl n e sekl ... kn r
- elemento di fJ.J , .t(r) denoterà i l l i ve 11 o a • appartie-e un generl co CUl
ne D .
r
DEF.2.- Dato lo spazlo con massa (X,&,~) con EL algebra e ~ massa,
diremo che è continua se
(2.4) li E > O ~ El ,E 2,.·· ,E n Ea partizione di X ;j' ~(Ek) < E
lIk E (l,2, ... ,nl
DEF.3.- Se T: X ~ X e (X,Q,~) e uno spazio con massa diremo che T
è misurabile se
(2.5) li A Ea- ri su l ta T-l(A) Etl
diremo • che T conserva la massa o che invariantee pOl ~ e pe.r
T se
(2.6) VAEQ ri sulta -l~(T (A)) = ~(A)
Ci proponiamo dato X e dato T di trovare delle condizioni affinché
esista una massa continua su ~ (X) invariante per T.
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Nel seguito cùnsidereremo lo spazlo vettoriale
S(X} = [b: X ->lR;
ed il suo sottospazio
b limitata}
') = :f - b-bT
Intendiamo provare che
•, b e tB(X}l
Teorema (2.1). Se u-ù.>,f:e U'la 6anU.gLùl cUcot.omi.ca
u-ù.>,f:e 6U X lLM mM ~a co .'LU.l1Ua lYlvaJÙa.nA:e pVt T.
DIM.-
E' sufficiente provare che esiste un funzionale lineare e monotono
M : ([l(X) ~ lR tale che
(2. 7)
(2.8)
M(b 0 T} - M(b) Vb e e(x)
Osserviamo subito che l'esistenza di un funzionale lineare non negativo
che verifica la (2.7) non è un problema in quanto come conseguenza di un no
to risultato di Robison (cfr. LJ) oppure (2] pago 237) possiamo affermare che
vale il seguente
Lemma (2.1). Sia X I 0 ç un sottospazio vettoriale di <!l(X) ;
C, Ifa} , T • X -> X. c.n. e S . affinchè M • 9 -> lR • M( g) > O M 1i -• • ,
• -
neare ta 1e che
(i) M(gT) = M(g) VgeS
(ii) inf{g(x); xex} < M(g} , sup[g(x); xeX}
e che
- 4 -
Sl abbia [k~l (9 k-9 k r tk ) (x); x € Xl > O
In particolare se prendiamo ç = S(X) la condizione (iii) diventa
semplicemente
(iii)' V b € <B(X) sup{(b - b T)(x) ; X € Xl> O.
Infatti basta osservare che, ad esemp1o:
bl - b T
3
+ b - b TZ = b - b Tl Z Z
•se Sl pone Zb = b + blT + blT + bZ + bZTl
e che b € '8(X) se bl,bZ € ,B(X).
Posto
p(b) = sup [b(x); x € Xl
risulta evidentemente
p(ab) = ap(b) Va > O
p(bl+bZ) : p(blJ + p(bZ)
e la (iii) può scriversi:
Vb€d3(X)
Vbl ,bZ€ <ll(X)
(iii)" Vf € 'y ; p(f) .:. O
Proviamo la (iii)". Se non fosse vera If € Y 3' P(f) < O
-
Quindi ,j f' > O )' p(f)<-,
f(x) < - (
e Vx € X risulta
Se f - b - b T risulta perciò
b(x) + .- < b(T(x)) Vx€X
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quindi anche
In generale +Vne ]N
b(T(x)) +
b(x) + 2€
VxeX
2
€ < b(T (x))
2
< b(T (x)).
ri sulta
VxeX e pOl
e quindi Vx e X
b(x) + n € < b(Tn(x))
lim b(Tn(x)) _ + 00
n-
cosa assurda in quanto per ipotesi b è limitata.
Per il Lemma (2.1) possiamo pertanto dire che
jM : S(X) ~m lineare tale che M(b) > O
e verifica le due condizioni (i) ed (ii).
Vb eS(X)
E' verificata pertanto la condizione (2.7) mentre nulla si può dire sul-
la (2.8) (continuità della ~). L'ipotesi dell'esistenza di una famiglia dico
tomica non è fin ora intervenuta, quindi in sostanza si è provato il seguente
Lemma (2.2).Se X I 0 e T' X ~ X allora esiste sempre una massa su
S(X) invariante per T.
Osserviamo ora che la condizione (2.7) è equivalente alla condizione
(2.7) , M( f) = O Vf e '.l'
quindi possiamo pensare di considerare M definito solo su e verifican
te la (2.7)' e cercare di estendere M a tutto ~(X) in modo tale che sia
verificata anche la condizione (2.8). Denotiamo COR I k ... kl n
•
Cominciamo con l'osservare che x dl(X) - Y.X
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Se per assurdo fosse Xx E} allora jb E il3(X) ,, I/x E X
l = b(x) - b(T(x» e quindi b(x) n- n + b(T x) I/xEX
il che è impossibile per la limitatezza di b.
Poniamo
lo spazlo vettoriale generato da }' e da X Per il l elllT1a diX·
Hahn-Banach • estendere M ad '", modo tale che siaposslamo ln
•
••M(f) < p(f) I/f E":' '
e ponendo M(X ) - a con a arbitrario edX
sup(-p(-f+l) - Mf;f Et}
(cfr. [2] pago 454)
~
< a ~inf(p(f+l) - Mf; f E ~}
Nel nostro caso essendo Mf = O \ifE l' sarà
sup(-p(-f-l); fe:!'} < a < inf (p(f+l); f E 3<).
Proviamo che
(2.9) \If e1': p(f t 1) > 1.
Se COS1 non fosse ]f e 'J' J E > O ,,1 p(f r l) < l - E
allora se f _ b - b T avrelllT10
e pOl
I/xEX
I/XEX
b(x) - b(Tx) ± l < 1 - •
1/ n E]N : b(x) < b(Tn x) - n E se c'è + e
nb(x) < b(T k) + (2 - E)n se c'è •
In entrambi i caSl Sl va contro la limitatezza di b.
La (2.9) ci dice che
supl-p( -f-l); f E.~} < l < inf(p(f+l);f e f)
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e quindi posslamo porre
(2.10)
Essendo poi il generlco elemento di del tipo g - f + a con
f e ;\' ed a elR risulta M 9 - a.
Considerato ora lo si prova che lo r. ~,'.Secosì non fosse Jb eCB(X) 3ae lR
(2.11) I = b - b T + ao
Ora per la proprietà (2.3)
Ciò significa per la (2.11) che
Vm e ]N e D
o .'
•1T Xo Vi < m.
•e pOl
2
- b(T xo ) - b(T xo ) + a, ...
(2.12)
D'altro canto per la (2.3) applicata a 01 si ha che
3Xl e 01 -' T
1
xl e 01 V
• la (2.11)
-
1 < m e per
0= b(x l ) - b(T Xl) b(T xl) -
2
+ a , O - biT xl) + a, ...
. -ClOe
- a m .
Poiché se fosse a F O si andrebbe contro la limitatezza di b, non puo
che essere a = O e tornando alla (2.12) si vede che questa é in contrasto
con la limitatezza di b.
Si conclude quindi che la (2.11) non è possibile.
Si considera quindi il sottospazio vettoriale
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e si prova che
sup {-p(-g-I o ) - M(g) ,g € 3" ì : ~ ~ inf {p(g+I o ) - M(g); 9 € ';;'}
Si può quindi porre l
2 .
Il gener1co elemento di -;'0 è del tipo
9 - b - b T + a + B lo
con a,B € IR e b€iB(X)
M 9 =
e
R
•
o. + 2 •
Da 11 'essere XX' lo € 1'0 segue che anche I l € 1'0 e ri su l ta
l l
- - = -2 2 •
Si prova ora che I .00 t:l- o e quindi Sl considera
Si fa vedere che è possibile porre
-. l101 € 'l' , o rl sul ta M( 101 ) = 22 •
Analogamente Sl prova che
l
22
e p01 osservato che
E' possibile porre t1( I ) =la
l
22 ed essendo
-111 €,< 10 risulta
rispettivamente l'elemento pre
cedente e l'elemento succeSS1VO a kl , ... ,kn ne11 'ordinamento Jf:
O, l ,00, Ol , l O, 11 ,000, 00 l , . , .. , , . ,
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su n~ iO, l'n .
Supponiamo esteso M su !k
1
, ... k o)
. n
con
1
_ .. --
2n+1 •
Poiché risulta
e
1 1) = -Z=n"-- - 2n+ r
1
•
.,
·k1···kn O
1
=2fi'IT'
ed
Il generico elemento di .... e del ti po
·kl·"kn,O
(2.13)
n+ 1 n(dove r = IO,lì s€IO,l}
Proviamo che
e < é la relazione d'ordine su J()
Se così fosse per b, ~ ed a opportuni sarebbe
r s
(2,14) - b-b T + 2- a!t( r) =m+ 1 r r
r<k 1,·,kO- n
+ z.. a !
t(s)=n s s
s>kl ' , . kn
Per 1a (2,3) V m € ]N
ed avrelTl11o:
"7' Tl X
o Vi . n
l = b(x )
o
e pOl
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- biT x ) + a
O
mb(x ) = b(T x) + m(l-a).
o o
con a =
Per la (2.3) ln corrispondenza di m e ti 1x e Dl s(kl.·.k) l
n ,
Tl D
xl e s(k l , ... ,kn)l
e per l a (2.13) si avrebbe
Vi < m
Data la limitatezza di b non puo che essere
mb(x ) = biT x) + m.
o o
a = O e quindi
Quest'ultima uguaglianza è in contrasto con la limitatezza di b e quindi
la (2.14) non può verificarsi.
Consideriamo quindi lo spaZlO
-
C"s(kl ... k )0
n
e provlamo che
L(;:
k, ... k O '
I n
- M(g) , } l2n+lr-
< inf 'p(g +
Mfermi amo che
I )
s(k l ·· .kn)O
p(g +
-M(g);ge:f; j
, kl ... kn n
1
- M(g» 2n+ 1
Se così non fosse
- 11 -
l
2f1+I
e precisamente per b € ll(X) ed " ," € lRr s opportuni Vx E X
b(x) - b(T x) + l:
"
l ( x) + ~ a I (x) + I (x)
r r ' s s s(k] ... kn)O
dove l + M(g).Ao - 2n+r
Per la (2.3)
Vi m
e quindi
Vm E ~ :x
o
•
T\
o
b(x )
o
b(T x )
o
+ .) T 1 <" B dove ,,-
ed iterando si ha
(2.15) b(x )
o
m
< b(T x ) + m(e -.) - m
o
D'altro canto sempre per la (2.3)
':;
Vi < m e quindi
ed ì terando s l ha
La relazione precedente è possibile solo per
e tornando alla (2.15) si ha
b(x ) < b(Tm x ) - m
o o
B :;; a
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che è in contraddizione con la limitatezza di b.
Analogamente si prova che
-p(-g-I - M(g) <
s(kl···kn)O
Si può quindi definire
l
2n+1
l
e poi essendo S 1 ha
•
Per induzione risulta quindi definito M su tutto
Vn € lNJ)
e per il teorema di Hahn-Banach può pOl essere prolungato a tutto ~(X) .
•
Osservazione.- Infine vogliamo ricordare che dal lavoro [lJ segue che
l'esistenza di una famiglia dicotomica è anche una condizione necessaria per
l'esistenza di una massa continua ed invariante per T. Questa dimostrazione
nel lavoro [11 è standard e quindi non abbiamo nulla da aggiungere.
Accettato pe~ ta pubb~ca~one 6U
p~Opo6ta di R. Scozza6ava
